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PRESENTATION OF FILTRATION-WAVE FIELDS IN LAYERED 
ANISOTROPIC MEDIUM IN THE FORM OF PLANE WAVES (part II)
В части II статьи найден первый коэффициент асимптотического разложения, обе-
спечивающий главную часть поправки, уточняющей геометрию волнового фронта поля 
давления в трехслойной анизотропной проницаемой среде. Установлено, что уравнение 
для первого коэффициента асимптотического разложения в центральной области, как 
и для нулевого, содержит значения нормальной производной от поля давления в смежной 
области на ее прилегающей границе (след производной). Показано, что для получения 
единственного решения задачи для первого коэффициента разложения условие при x=0 
следует ослабить и заменить условием для интеграла искомой функции (нелокальным 
интегральным). Задачи такого рода не являются традиционными для математической 
физики, поэтому рассматриваемая задача является неклассической.
Для нахождения нелокального условия осуществлена постановка задачи для оста-
точного члена после первого коэффициента разложения. Искомое условие определяется 
из требования тривиального решения задачи для остаточного члена, интегрально 
усредненной в интервале центрального пласта.
В пространстве синус-преобразования Фурье найдено точное решение исходной 
задачи. Сопоставлением полученных асимптотических решений с коэффициентами раз-
ложения точного решения параметризованной задачи в ряд Маклорена по формальному 
параметру подтверждена корректность развитого метода, позволяющего строить 
приближенные аналитические решения широкого круга физических задач.
In the second part of the article the fi rst coeffi cient of the asymptotic expansion has been 
found, which provides the main part of the amendment specifying the geometry of the wave 
front of the pressure fi eld in a three-layered anisotropic permeable medium. It is stated that 
the equation for the fi rst coeffi cient of the asymptotic expansion in the central region, as well 
as for the zero one, contains the values of the normal derivative of the pressure fi eld in a 
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related fi eld at its adjoining border (trace of derivative). It is shown in order to obtain a unique 
solution of the problem for the fi rst coeffi cient of expansion the condition at x = 0 should be 
weakened and replaced by the condition for the integral of the unknown function (nonlocal 
integral one). The problems of this kind are not traditional for mathematical physics that is 
why this problem is non-classical one.
To fi nd the nonlocal condition the formulation of the problem for the remainder after the 
fi rst expansion coeffi cient has been carried out. The seeking condition is determined by the 
requirements of the trivial solution of the problem for the remainder integrally averaged in 
the range of the central layer.
In the space of a sine-Fourier transform the exact solution of the original problem has 
been found. The correctness of the developed method that allows constructing approximate 
analytical solution of a wide range of physical problems is confi rmed by the comparison of the 
asymptotic solutions with the expansion coeffi cients of the exact solution of the parameterized 
problem in the Maclaurin series according to the formal parameter. 
КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА. Волна, поле давления, фильтрация, анизотропные среды.
KEY WORDS. Wave, pressure fi eld, fi ltering, anisotropic medium.
В части I статьи [1] осуществлено построение нулевого асимптотического при-
ближения задачи о волновом поле в трехслойной пористой среде. Показано, что в 
центральном слое нулевой коэффициент представляет эквивалентную плоскую 
волну. Разработанная методика построения решений представляет значительный 
интерес, поскольку позволяет использовать накопленный ранее опыт анализа пло-
ских волн для изучения двумерных волновых процессов [2-4]. Вместе с тем воз-
никает необходимость анализа возникающих при таком подходе погрешностей и 
построения более детальной волновой картины в области усреднения [5-8]. 
В данной статье эта проблема решается путем построения первого коэффи-
циента асимптотического разложения и анализа остаточного члена, а коррект-
ность применяемой процедуры асимптотического представления обоснована 
применением разложения точного решения в ряд Маклорена в пространстве 
изображений.
1. Определение погрешности плоского представления фильтрационно-
волнового процесса. Из (2.6-2.10) первой части данной статьи [1] следуют 
выражения для первого коэффициента разложения:
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Уравнение (1.2) и выражение (1.4) содержат коэффициенты первого и вто-
рого порядков разложения, поэтому соответствующая задача является «заце-
пленной». Для «расцепления» используем выражение для первого коэффици-
ента разложения, полученного в пункте 3 первой части данной статьи [1]. Из 
(3.3) с учетом (3.4) и (4.5) первой части данной статьи [1] выражение для Р(1) 
можно записать в виде:
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где Q(x) — функция, подлежащая определению. Для этого подставим (1.5) в 
(1.2) и найдем выражение для производной второго коэффициента разложе-
ния: 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Согласно условию симметрии (1.4), выражение R(x) равно нулю. Далее, 
воспользовавшись (1.3), запишем:
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Выразив Q(x) из (1.5) и подставив его в (1.6), получим уравнение для перво-
го коэффициента разложения Р(1):
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Задача для Р(1) включает также следующие уравнение и соотношение:
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Задача (1.7-1.9) имеет множество решений. Однако если к ней добавить 
условие (1.4), то задача имеет только тривиальное решение. Ниже показано, что 
для получения единственного решения задачи для первого коэффициента раз-
ложения условие (1.4) следует ослабить и заменить нелокальным среднеинте-
гральным. Это обосновывается наличием погранслоя на линии х = 0, 0 < z < 1. 
Выполнение же граничного условия (1.4) может быть достигнуто построением 
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погранслойных функций (в математическом смысле) [9]. Требуемое среднеин-
тегральное условие найдено ниже путем осреднения задачи для остаточного 
члена. 
2. Определение дополнительных условий для поправки к плоской вол-
не. Подставив асимптотические формулы, следующие из (2.5) первой части 
данной статьи [1],
    T 10 İPPP , 1(1)1(0)11 İ T PPP , 
в (2.1-2.4) первой части данной статьи [1], и, воспользовавшись известными 
соотношениями для нулевого и первого коэффициентов, получим:
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Задача (2.1-2.4) по сложности сопоставима с исходной. Однако она позво-
ляет определить условия, при выполнении которых осредненная задача для 
остаточного члена имеет тривиальное решение. Для их нахождения усредним 
исходную задачу в интервале центрального пласта, применив интегральную 
процедуру:
³ T T
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С учетом результатов интегрирования
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которое осуществлено с использованием (2.3) и (2.4), получим следующую 
осредненную по толщине центрального пласта задачу для остаточного члена:
 
 Af 2 TZZi
 
 02121  w TwT z , 1!z ,  (2.5)
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Необходимым условием тривиального решения задачи (2.5-2.8) является 
обращение в нуль правых частей уравнения (2.6) и условия (2.8)
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Выполнение условия (2.9) обусловлено уравнением (1.2). Усреднив его, 
можно убедиться, что правая часть (2.8) действительно равна нулю. 
Условие (2.10) может быть использовано в качестве граничного в задаче для 
первого коэффициента разложения. Ниже показано, что при добавлении этого 
условия задача для первого коэффициента разложения имеет единственное 
решение. При этом осредненная задача для остаточного члена имеет только 
нулевое решение. Поскольку осредненное значение остаточного члена при этом 
равно нулю, то построенное решение является в указанном смысле «в среднем 
точным» асимптотическим решением. 
3. Определение поправочных функций. При добавлении среднеинтеграль-
ного условия (2.12) вместо условия (1.5) задача для первого коэффициента раз-
ложения запишется как:
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Решение этой задачи отыскивается в виде (1.6), где только коэффициент 
Q(х) является неизвестным. Воспользовавшись синус-преобразованием Фурье, 
уравнение (3.2) запишем в виде:
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)0( PKQ M . С учетом полученных соот-
ношений запишем задачу (3.1-3.4) в пространстве изображений:
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Структура решения уравнения (3.6) имеет вид: 
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Аналогично нулевому приближению, решение уравнения (3.5) с учетом 
условия (3.7) представляется как
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С помощью выражения (3.9) найдем значение производной на границе 
внешней области из внешней области для уравнения (3.6):
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Подставляя выражения (3.8) и (3.10) в уравнение (3.6), после простых пре-
образований получим алгебраическое уравнение для определения Qu(s)
   uu PKPKsɋsQKsɋCi 021201*12*2 36)(Af MM MZ&Z . 
С учетом (4.6) первой части данной статьи [1] выражение для Qu(s) примет 
вид:
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Подставив (3.11) в (3.8), имеем:
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Для окружающей среды с помощью (3.9) получим:
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Нахождение оригиналов осуществлено с использованием следующих соот-
ветствий [10]:
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Решение задачи для первого коэффициента разложения имеет вид:
 
»»¼
º
««¬
ª

MZ&Z
MM 2
1
2*
1
)0(
1)1( 31
)Af(6
z
KCiɋ
xKPKP , 
 
(3.14)
 
  1exp2
)Af(6
1
1
2*
1
)0(
1)1(
1 M»»¼
º
««¬
ª

MZ&Z
MM z
KCiɋ
xKPKP . 
 
(3.15)
В справедливости полученных выражений нетрудно убедиться прямой под-
становкой выражений в задачу (3.1-3.4).
С учетом выражений (1.12) первой части данной статьи [1] и (3.14) для ре-
альной части первого коэффициента разложения получим:
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где
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Аналогично из (1.12) первой части данной статьи [1] и (3.15) получим ре-
альную часть первого коэффициента разложения в окружающей среде:
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Выражения для первого коэффициента разложения уточняют фильтра-
ционно-волновые поля давления в нулевом приближении и обеспечивают 
детальное описание геометрии волнового фронта в пласте. Отметим, что 
коэффициенты поглощения α, фазы β, функций частоты γ и δ в первом коэф-
фициенте разложения определяются теми же выражениями, что и в нулевом 
приближении [1].
На рисунке представлены линии равного давления при распространении 
фильтрационной волны в нулевом и первом приближениях. При построении 
графиков все коэффициенты приняты равными единице. Первое приближение 
уточняет геометрию фронта исследуемой волны в зоне представления плоской 
волной.
4. Проверка достоверности представления волны в виде плоской. Точное 
решение задачи (2.1-2.4) первой части данной статьи [1] можно получить, вос-
пользовавшись синус-преобразованием Фурье [8]
 
  0Af 21212  wwZZ zPPi
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ɢ , 1!z , 
 
(4.1)
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Рис. Линии равного давления при распространении волны в момент времени 
t = 0: а, б — в нулевом приближении, в, г — в первом приближении
Решение уравнения (4.1) имеет вид:
  11)exp( 11 M  zzPP uu . 
Общее решение уравнения (3.2) запишется следующим образом:
   zCzCsPɋPu 22212
2
0
*
expexp MMM
H , 
где  222 Af sCi Z&ZH M . Из (4.3) следует, что С1 = С2. Вид С1 определяется 
из условия (4.4)
 )(sh)(ch2 222122
1
*
0
2
1 MMMMHM
MH 
K
KɋsPC .
Точное решение задачи (4.1-4.4) имеет вид:
»¼
º«¬
ª
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H 
)(sh)(ch
)(ch1
2221
21
2
2
0
*
K
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Нетрудно убедиться, что Рu при ε → 0 совпадает с выражением (5.7) первой 
части данной статьи [1], а 
İ0İ
lim
w
w
o
uP
 — с выражением для первого коэффициента 
разложения (3.12). Такое сопоставление является прямой проверкой справедли-
вости развитого выше метода решения волновых задач сопряжения.
Итак, применение «в среднем точной» модификации асимптотического 
метода к задаче о фильтрационно-волновом поле в неоднородной анизотропной 
среде позволяет представить выражения для любого волнового процесса в виде 
плоской волны (нулевое приближение), а также определить реальную геометрию 
волнового фронта (первое приближение). При этом решения краевых задач в 
нулевом и первом приближении совпадают с выражениями соответствующих 
коэффициентов в формальном разложении Маклорена точного решения задачи 
о фильтрационно-волновых полях в неоднородной пористой среде. Поэтому 
найденные решения расширяют возможности исследования волновых полей 
давления применительно к реальным условиям в акустическом каротаже, сейс-
моразведке и при интенсификации нефтеизвлечения.
Обозначения: 
P~  — безразмерное давление; 
Р — амплитуда безразмерного давления; t, τ — соответственно безразмерное 
время и размерное время, с;
x, z — безразмерные линейные координаты; 
δ, γ — вспомогательные функции частоты; 
ε — параметр асимптотического разложения; 
ω — безразмерная циклическая частота. 
Индексы нижние: 0 — начальные значения параметров, 1 — номер среды, 
z, x — направление, d (dimension) — размерный. 
Индексы верхние (в скобках) — порядковый номер коэффициента асимпто-
тического разложения. 
Обозначения математических символов — общепринятые.
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